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Resumo
Being E a vector space with inner product and SE the sphere of E,
will be given a demonstration that every application of the sphere SE
itself it such that preserve inner product is the restriction of a linear
isometry in E.
1 Introduc¸a˜o
Neste texto apresentaremos uma demonstrac¸a˜o diferente da feita em [5] e [4]
de que uma isometria na esfera de um espac¸o vetorial com produto interno
se extende a uma isometria linear em todo espac¸o, desde que a isometria na
esfera preserve produto interno, para espac¸os de dimenc¸a˜o infinita e finita
respectivamente. Em um certo sentido, isso generaliza o teorema 2 de [5]
que prova esse fato para espac¸os lp com p > 1. Para isso, apresentaremos
algumas definic¸o˜es antes dos resultados.
Definic¸a˜o 1.1. Sejam (E, ‖.‖1) e (F, ‖.‖2) dois espac¸os vetoriais normados
e uma aplicac¸a˜o linear F : E −→ F. Dizemos que F e´ uma isometria se
‖F (x)− F (y)‖2 = ‖x− y‖1 para quaisquer x, y ∈ E.
Definic¸a˜o 1.2. Sejam (E, 〈, 〉1) e (F, 〈, 〉2) dois espac¸os vetoriais com pro-
duto interno e uma aplicac¸a˜o F : A −→ B, onde A ⊂ E e B ⊂ F. Dizemos
que F preserva produto interno se 〈F (x), F (y)〉2 = 〈x, y〉1 para quaisquer
x, y ∈ A.
Definic¸a˜o 1.3. Dado (E, ‖.‖) um espac¸o vetorial normado, a esfera de E
sera´ denotada por SE = {x ∈ E; ‖x‖ = 1}.
Lema 1.1. Se ϕ : Sn −→ Sn diferencia´vel e´ tal que a diferencial dϕ preserva
produto interno enta˜o a pro´pria ϕ preserva produto interno.
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Demonstrac¸a˜o. Pelo teorema 4.3 do capitulo 6, do livro Elementary diffe-
rential geometry [2] temos que ϕ preserva distaˆncia intrinseca. E ainda no
mesmo livro, no exemplo 1.9(b) do capitulo 8, temos que a distaˆncia in-
trinseca de dois pontos p, q ∈ Sn e´ justamente o aˆngulo entre p e q ja´ que
estamos com a esfera unita´ria. E como ϕ preserva distaˆncia intrinseca, temos
portanto que ϕ preserva aˆngulos e assim preserva produto interno.
Lema 1.2. Seja (E, 〈, 〉) um espac¸o vetorial com produto interno. Se F :
E −→ E preserva distaˆncia e F (0) = 0 enta˜o F e´ uma isometria.
Demonstrac¸a˜o. Fac¸amos primeiramente para o caso em que dimE = ∞.
Como F preserva distaˆncia, temos que ‖F (x)−F (y)‖ = ‖x− y‖ para quais-
quer x, y ∈ E e como F (0) = 0 temos que ‖F (x)‖ = ‖x‖ para todo x ∈ E.
Mas para todo x, y ∈ E temos
‖F (x) − F (y)‖2 = ‖F (x)‖2 − 2〈F (x), F (y)〉 + ‖F (y)‖2
e
‖x− y‖2 = ‖x‖2 − 2〈x, y〉+ ‖y‖2.
E enta˜o, 〈F (x), F (y)〉 = 〈x, y〉 quaisquer que sejam x, y ∈ E. Sejam agora,
{ej}
∞
j=1 ⊂ E uma base ortonormal, v = (vj)
∞
j=1 e w = (wj)
∞
j=1 vetores
quaisquer em E. Da´ı, sendo λ ∈ R temos,
F (v + λw) = F (
∞∑
j=1
vj + λwj)ej).
E como F preserva produto interno temos que {F (ej)}
∞
j=1 ⊂ E tambe´m e´
base ortonormal e assim,
F (v + λw) =
∞∑
j=1
〈F (v + λw), F (ej)〉F (ej).
E enta˜o para mostrar que F e´ linear e portanto isometria (pois F preserva
distaˆncia), e´ suficiente mostrar que 〈F (v + λw), F (ej)〉 = vj + λwj para
todoj ∈ N. Mas isso e´ justamente o que ocorre, ja´ que 〈F (v+λw), F (ej)〉 =
〈v + λw, ej〉 = vj + λwj para todo j ∈ N. E para o caso em que dimE =
n+1 <∞ e neste caso E ∼= Rn+1 basta tomar a base ortonormal como sendo
a base canoˆnica do Rn+1 e o resto e´ ana´logo ao feito no caso acima.
2 Resultado principal
Teorema 2.1. Seja (E, 〈, 〉) um espac¸o vetorial com produto interno. Se ϕ :
SE −→ SE preserva produto interno enta˜o existe uma isometria F : E −→ E
tal que ϕ = F |SE .
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Demonstrac¸a˜o. Defina F : E −→ E por
F (x) =
{
‖x‖ϕ( x‖x‖ ), x 6= 0
0, x = 0
E´ claro que ‖F (x)‖ = ‖x‖ para todo x ∈ E. E para x e y diferentes de zero
em E temos que,
‖F (x) − F (y)‖2 = ‖F (x)‖2 − 2〈F (x), F (y)〉 + ‖F (y)‖2
= ‖x‖2 − 2‖x‖‖y‖〈ϕ(
x
‖x‖
), ϕ(
y
‖y‖
)〉+ ‖y‖2 (1)
E como ϕ preserva produto interno, temos que,
〈ϕ(
x
‖x‖
), ϕ(
y
‖y‖
)〉 = 〈
x
‖x‖
,
y
‖y‖
〉 (2)
E assim pelas igualdades (1) e (2) temos,
‖F (x)− F (y)‖2 = ‖x− y‖2 (3)
Logo, F preserva distaˆncia e enta˜o pelo lema (1.2) F e´ isometria.
Corola´rio 2.2. Se ϕ : Sn −→ Sn diferencia´vel e´ tal que a diferencial dϕ
preserva produto interno enta˜o existe uma F ∈ O(n+ 1) tal que ϕ = F |Sn .
Demonstrac¸a˜o. Decorre direto do lema (1.1) e do teorema (2.1).
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